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2.4 Wölbtorsion 
 
2.4.1 Offene Querschnitte 
 
Wird die Funktion des Verdrehwinkels keiner Einschränkung ( φ (́ ) = 0 )z unterworfen, 

dann existiert als einzige Dehnung zz (s. (3.12)):      
 
  
 
Man erhält damit die einzige nicht verschwindende Normalspannung: 

 
    Wölbnormalspannung 
    (3.37) 
 
Erfolgt die Belastung ausschließlich durch ein Torsionsmoment, dann verschwinden 
die mit zz formulierten Schnittgrößen. Demzufolge gilt (s. (1.9)): 
 
  
 
 

Mit zz  aus (3.37) wird daraus: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dieses Gleichungssystem kann mit: 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
   (3.38) 
 
             (3.39) 
 
 
und den speziellen Werten für ein Schwerpunkts-Koordinatensystem 
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kürzer geschrieben werden: 
 
 
 
 
 
  
Aus der ersten Gleichung folgt (wie erwartet): 
 
 
 
Die anderen beiden Gleichungen sind dann erfüllt für: 
 
 
 
bzw.: 
 
 
 
  (3.40) 
 
 
 
 
Damit steht neben (3.5) ein weiterer Gleichungssatz zur Bestimmung des Schub-
mittelpunktes M - des sich bei fehlender Fixierung des Drehpunktes D frei einstellen-
den Punktes - zur Verfügung. An Hand der konkreten Aufgabenstellung ist daher zu 
entscheiden, welcher Formelsatz die gewünschten Koordinaten effektiver liefert. 
 
Für die Wölbnormalspannung (3.37) gilt mit (3.17): 
 

 ´´    ME  . (3.41) 

 
Mit  und wird eine weitere Schnittgröße, das so genannte Bimoment B formu-
liert: 
 

 
 (3.42) 

  
mit: 

      
Sektorträgheitsmoment (3.43) 
(Wölbwiderstand) 

 
 
Das Produkt 

M
E I  wird als Wölbsteifigkeit bezeichnet. 

Mit dem Bimoment lautet die Wölbnormalspannung: 
  
 (3.44) 
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Beim allgemeinen Belastungszustand setzt sich damit die Normalspannung in Stab-
längsrichtung aus folgenden Anteilen zusammen (Beschreibung mit x und y als Haupt-
achsen – s. o.): 
  
 
    . (3.45) 
 
 
 
 
 
Die Wölbnormalspannungen   bedingen sekundäre Schubspannungen  , die zu-

sätzlich zu den Schubspannungen der reinen Torsion sv  (bisher  ) auftreten. 

Diese werden über ein Kräftegleichgewicht in Stablängsrichtung am Stabelement 

dV ds dz h  gewonnen: 
 
 
            
 
        
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
Mit   nach Gleichung (3.41) wird daraus: 

  
 (3.46) 
 
Die Integrationskonstante ergibt sich aus der Randbedingung  ( 0, ) 0s z    zu null. 

Die Beziehung für die sekundäre Schubspannung lautet schließlich: 
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Das Torsionsmoment  Mt   wird als Summe aus dem der reinen Torsion t svM  und dem 

der Wölbtorsion  tM   aufgefasst: 

 
            (3.48) 
 
Für t svM  gilt die bekannte Beziehung (3.22): 

 (3.22)  
 
 

tM   ist im Gegensatz zu t svM  vom Bezugspunkt abhängig. Es folgt aus einer 

Äquivalenzbetrachtung für das Moment um die Stabachse (s. auch S. 102): 
 
 
 
 
 
 

Mit t  über Gleichung (3.46) wird daraus: 
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Unter Beachtung von  tM Mr ds d  (s. (3.14) ), führt eine partielle Integration über: 
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wird daraus mit dem Sektorträgheitsmoment 

M
I (3.43): 

  
 (3.49) 
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Beim allgemeinen Belastungszustand setzt sich damit die Schubspannung tangential 
zur Profilmittellinie aus folgenden Anteilen zusammen (Beschreibung mit x und y als 
Hauptachsen – s. o.): 
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Mit den bereitgestellten ( )t sv tM M zund(3.22) (3.49)  ergibt sich nach (3.49) die 

Torsions-Dgl.  zu: 
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 (3.52) 
 
 
 
 mit: 
 k   Abklingfaktor . (3.53) 
 
 
Diese Dgl. wird zweckmäßigerweise noch für ein über die Stablänge verteiltes Moment 
(Linienmomentendichte) formuliert. 
Über die Momentengleichgewichtsbedingung 
 
 
 

 
 

kommt man auf eine inhomogene gewöhnliche Dgl. vierter Ordnung: 
 
  
 . (3.54) 
 
 
Die allgemeine Lösung setzt sich aus einem homogenen und einem partikulären 
Anteil zusammen. 
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Die Formulierung mit Hyperbelfunktionen (s. [2/3] ) führt auf: 
 
 . (3.56) 
 
Die Partikulärlösung ( )p z erhält man  über einen an die Funktion ( )tm z  angepassten 

Ansatz. 
 
 
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten können Aussagen getroffen werden über: 
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2.4.2 Geschlossene Querschnitte 
 
Die Diskussion des Einflusses der Wölbbehinderung auf den Spannungs- und Ver-
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Beispiel:  Geschlitzter (Fall I) bzw. geschlossener (Fall II) dünnwandiger Kasten- 
 träger unter Torsionsmomentenbelastung 
 
 
 Geg.: 
 
 
 
 
  
 Ges.: 1. Schubmittelpunkt 
 2. Verläufe der Einheitsverwölbungen 

3. Verhältnis der Schubspannungen 
 bei reiner Torsion 
4. Verhältnis der Drillungen 
5. Verhältnis der Zusatzspannungen 
 bei Wölbtorsion 
6. Vergleich der Ergebnisse mit den 
 über DUENQ erhaltenen 
 

 
 
Querschnittskennwerte für beide Profile 

 Schwerpunkt, Flächenmomente 2. Ordnung 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Mittlerer Flächeninhalt,  Wandstärke 
 
 
 
 

Querschnittskennwerte offenes Profil (Fall I) 

 Torsionsträgheitsmoment (3.28) 

 
 
 
 Widerstandsmoment 
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 Einheitsverwölbung bezüglich des Schwerpunktes S (3.14) 
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Grafische Darstellung des Verlaufs ( )S I s  für b = 2a : 
(Verlauf ( )S M I s  zum späteren Vergleich): 
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 Koordinaten des Schubmittelpunktes M  (3.40) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Einheitsverwölbung bezüglich des Schubmittelpunktes (3.17) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

s. obige Tabelle (S. 113) 
 

Grafische Darstellung der Funktion ( )M I is  für b = 2a : 

 
 Analytisch: DUENQ 6  mit:                   : 
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Grafische Darstellung 
M IS für  b = 2a   : 

 
 Analytisch: DUENQ 6  mit                         : 
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 Wölbwiderstand (3.43) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Abklingfaktor (3.53) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Querschnittskennwerte geschlossenes Profil (Fall II) 

 Torsionsträgheitsmoment (3.34) 

 
 
 
 
 
 Widerstandsmoment (3.32) 
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 Einheitsverwölbung bezüglich des Schubmittelpunktes (Schwerpunktes) (3.35) 
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Grafische Darstellung der Funktion ( )M II s : 

 
Analytisch:                          DUENQ 6   mit                       : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Sektorielles statisches Moment (analog (3.38) ) 
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                     (3.57) 
        
 
  
 Er wird über die analoge Aussage zur Verformung gewonnen: 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
    (3.58) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  (3.59) 
 

 

0

1 1
´́ ´ 0

M

zs ds

E S ds
h G



 

 

      
 








1
´́ ´ .      

M
E S

h

1
´́ ´1

´́ ´

1
´́ ´ .





 


 


   

 
    
 
 













M

M

M

M

G
M

S

E S ds
hE S

h ds

S ds
E S

h ds

1
´́ ´ 




  







M
E S ds

h
ds

1
´́ ´


    





M
S ds

E
h ds



apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi                                                                                                         Tragwerksberechnung 
 

9 / 30. Juni 2009        119

 Der zweite Term in (3.59) ist noch bereitzustellen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Das damit berechnete  
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G
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 ist in der folgenden Tabelle für b=2a ein- 
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Grafische Darstellung ( )
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  Analytisch DUENQ 6 
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 Wölbwiderstand (3.43)  
 
 
 
 
 Abklingfaktor (s. o.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Verhältnisse der Trägheitsmomente, Widerstandsmomente, Wölbwiderstände 
und Abklingfaktoren 
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Grafische Darstellung des Abklingverhaltens der Zusatzspannungen beim offenen 
und beim geschlossenen Profil: 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Verhältnisse der Spannungen auf Grund der reinen Torsion und der Drillungen 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lösung der Torsions-Differenzialgleichung (3.52) 
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Partikuläre Lösung: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Allgemeine Lösung und deren Ableitungen: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Randbedingungen, Konstanten: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spezielle Lösung: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spezielle Werte: 
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Verhältnisse der Zusatzspannungen auf Grund der Wölbtorsion 
 
 Zusatznormalspannung (3.41) 
 
 

 
In der Einspannung (z = 0) gilt: 
 

 
 
  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Zusatzschubspannung (3.47) 
 
 
 
 

In der Einspannung (z = 0) gilt: 
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Ergebnistabellen (Original) der Rechnung mit dem Programm DUENQ6 
 
 Offenes Profil 
 

Bezeichnung Symbol Größe Einheit Kommentar 

 Querschnittsfläche A 9,6  cm2   

 Lage des Schwerpunktes yS,0 2,00  cm  bezogen auf Nullpunkt 

  zS,0 4,00  cm   

 Trägheitsmomente Iy 85,63  cm4  bezogen auf Schwerachsen y, z 

  Iz 30,08  cm4   

  Iyz 0,00  cm4   

 Hauptachsendrehwinkel a 0,00  °  positiv im Uhrzeigersinn 

 Hauptträgheitsmomente I2 85,63  cm4 
 bezogen auf die Hauptachsen 2, 3 im 
S 

  I3 30,08  cm4   

 Polare Trägheitsmomente Ip 115,71  cm4   

  Ip,M 335,34  cm4  bezogen auf Schubmittelpunkt M 

 Torsionsträgheitsmoment It 0,51  cm4   

 Sekundäres Torsionsträgheitsm. It,s 71,14  cm4    

 Lage des Schubmittelpunktes yM,0 -2,78  cm  bezogen auf Nullpunkt 

  zM,0 4,00  cm   

  yM -4,78  cm  bezogen auf Schwerpunkt 

  zM 0,00 cm   

 Wölbwiderstände Io,S 3481,08  cm6  bezogen auf Schwerpunkt 

  Io,M 1515,09  cm6  bezogen auf Schubmittelpunkt 

 Hilfswert für Wölbverdrehung ro,M 0,00     

 Wölbwiderstandsmomente Wo,M,max 47,35  cm4  im Knoten 6 

  Wo,M,min -47,35  cm4  im Knoten 5 

 Abklingfaktor lM 0,0114  1/cm   
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 Geschlossenes Profil 
 

Bezeichnung Symbol Größe Einheit Kommentar 

 Querschnittsfläche A 9,60  cm2   

 Lage des Schwerpunktes yS,0 2,00  cm bezogen auf Nullpunkt 

  zS,0 4,00  cm   

 Trägheitsmomente Iy 85,63  cm4 bezogen auf Schwerachsen y, z 

  Iz 30,08  cm4   

  Iyz 0,00  cm4   

 Hauptachsendrehwinkel  0,00  °  positiv im Uhrzeigersinn 

 Hauptträgheitsmomente I2 85,63  cm4 bezogen auf die Hauptachsen 2, 3 im S

  I3 30,08  cm4   

 Polare Trägheitsmomente Ip 115,71  cm4   

  Ip,M 115,71  cm4 bezogen auf Schubmittelpunkt M 

 Torsionsträgheitsmoment It 68,78  cm4   

 - Anteil aus St.Venant It,St.Ven. 0,51  cm4   

 - Anteil aus Bredt It,Bredt 68,27  cm4   

 Sekundäres Torsionsträgheitsm. It,s 6,56  cm4    

 Lage des Schubmittelpunktes yM,0 2,00  cm bezogen auf Nullpunkt 

  zM,0 4,00  cm   

  yM 0,00  cm bezogen auf Schwerpunkt 

  zM 0,00  cm   

 Wölbwiderstände I,S 22,76  cm6 bezogen auf Schwerpunkt 

  I,M 22,76  cm6 bezogen auf Schubmittelpunkt 

 Hilfswert für Wölbverdrehung r,M 0,00     

 Wölbwiderstandsmomente W,M,max 8,53  cm4 im Knoten 3 

  W,M,min -8,53  cm4 im Knoten 2 

 Abklingfaktor M 1,079  1/cm   

 
 
 
 
Schlussfolgerungen 
 

 Die Einheitsverwölbung eines offenen Profils ist deutlich größer als in einem 
gleichartigen geschlossenen Profil. 

 Drillung und Spannung auf Grund der reinen Torsion sind beim offenen Profil 
wesentlich größer. 

 Der Abklingfaktor beim geschlossenen Profil ist wesentlich größer. 
 Auf Grund der größeren Einheitsverwölbung und des kleineren Abklingfaktors 

sind die Zusatzspannungen beim offenen Profil wesentlich größer als beim 
geschlossenen. 
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Zugabe 
 
Spannungen im offenen Profil 
 
Reine Torsion: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Wölbtorsion: 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spannungen im geschlossenen Profil 
 
Reine Torsion: 
 
 
 
 
 
 
 
Wölbtorsion: 
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