Tragwerksberechnung apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi

2.3 Reine Torsion
2.3.1 Offene Querschnitte

Unter der Voraussetzung 9 = ¢'=konst. wird auch die Dehnung &,;, nach (3.12) gleich
null. Die nicht verschwindenden Verzerrungen sind (mit (3.17a) ):

Yx :_<y+w,x)@,(z) :_(y_ Yo +O‘)D,x)3

sz :(X_(D,y)(P,(Z) = (X_XD_O‘)D,y)S
Spannungen:

cyXX = ny = cyZZ = TXy = O

T :_(y_yD—l—(DD,x)SG (3.18)
1,= (X=X -0,,)9G

yz

Gleichgewichtsbedingungen
am Volumenelement ( (1.3) S. 7 - ohne Volumenkrétfte ):

sz,z =0 = Ty =Ty (X’ y)
Tyz,z =0 = Tyz = Tyz (X’ y)

Tax T Ty = 0

Damit stehen fur die drei GroRRen t_, <

1 Tyrr ©p folgende drei Gleichungen zur
Verfligung:

Ty =_|:y_yD +mD,x:|8G
T, = [X_XD_mD,y]SG

yz

T, . +71,,=0

Xz, X yz,y

Das Gleichungssystem wird Uber die Benutzung einer Spannungsfunktion ®(x,y)
gelost.

Die Ansatze

T. (X, Y)=+2G 3@ (X,Y) (3.19)
Ty, (X1 y) =-2G3 (D,x(x! y)

erfullen die Gleichgewichtsbedingungen und formulieren die Ableitungen der
Spannungen mit (3.18) zu:

T, =2G90  =(-1-0,,)9G
-1, =2G 9 =(-1+a,, )9G
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Die Addition beider Gleichungen fuhrt auf die POISSONsche Differenzialgleichung
(Simeon Denise Poisson, 1781-1840):

AD(X,y)=-1 . (3.20)

Sie ist die allgemeine Dgl. fur das Problem (s. B/1.1 AIRYsche Spannungsfunktion).

Bei der Losung des Problems ist die Randbedingung zu erfillen, dass die Mantel-
flache des Torsionsstabes kraftefrei ist:

X YA
7,,0x dz
®

dz dick y

-dx ®T1, dy dz
‘ dy

Q: T, dxdz-r,, dydz=0 |,

mit der Spannungsfunktion (3.19):
® dy+®, dx=dd=0
@ (Rand) =konst.

cD(Rand) wird gleich null gesetzt, da die Spannungen nur aus Ableitungen der Funk-
tion ® gebildet werden.

Die Losung der Dgl. ACI)(X, y)=-1 setzt sich aus dem homogenen ®; und dem

partiellen Teil ®, zusammen:

@y, kann aus dem Katalog (s. B/1.1 AIRYsche Spannungsfunktion) entnommen wer-
den.

Fur ®, wird der Ansatz
@, =C(x*+Yy?)

gewabhilt.

Die Konstante C wird tber die Dgl. zu

c--1
4

bestimmt.

Damit lautet die vollstandige Losung der Dgl:

2 2

By L (3.21)
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Um die aus der Grundlagenmechanik bekannte Beziehung

g M (3.22)

Gl,

weiterhin verwenden zu konnen, wird das Torsionstragheitsmoment |; bereitge-
stellt.

Es wird Uber eine Aquivalenzbetrachtung (Moment um Stabachse) gewonnen (s.
(1.9), S. 9):

M, = [ (z, x—1, y)dA
(A)

:—ZGSI (O, x+®@  y)dxdy
(A)

_ZGS{J- { | q)‘yydy:ldX—FJ‘ { I@Xxdx]dy}
o L v o L 6o

Nach partieller Integration erhalt man:

I l: yz((; J‘(Ddy} dx+j {XCD| 2((5))—J‘<Ddx} dy}

M, =-2G9 {
(x) (y) (y) (x)

Wegen ®(Rand) =0, folgt:

X
X (I)| 2 _ y CD| Y> _
Xl 1
und endlich:
M, =4G 9 [ ®dA
(A)
Damit wird das Torsionstragheitsmoment:

=4 [ ®dA (3.23)
(A) .

Wird die vorgestellte Theorie auf einen beliebigen Rechteckquerschnitt der Breite b
und der Hohe h (b < h) angewandt, dann folgt die Spannungsfunktion (o. B.) zu:

1 Ty
_4b? & (D2 b nzx
q)(X'y)_?n—l,g,s,... e 1_coshnnh €0S—; . (3.24)
2b
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Tragwerksberechnung

Diese ist im folgenden Bild fur [3:%:2 dargestellt:

Spannungsfunktion

Daraus werden die Spannungen berechnet:

nmy

» (_1yz Sihh——
rxz(x,y)—%GSb >, ( )2 b os 17X
T n=135,. N cosh m b
2b
n-1 nmty
= (~1)z cosh———
Tyz(X,y)=%G3b > ( )2 1- b_ | gjn N7X
T n=1,3,5,... n Cosh nzchh b

(3.25)

Diese sind in den beiden folgenden Diagrammen fur  =1und 3 =5 und X=0

bzw. y = 0 dargestellt:

N

0.5 N\ 1

wxz(0,y,5) 1yz(X,0,5)

-

0 0
wxz(0,y,1) \ tyz(x,0,1)
N /4

-0.5 \ -1

Los oz 0 0.25 05 Z05 025 0 0.25 0.5
y X
Das Tragheitsmoment folgt endlich zu:
1 641 & 1 nm
I, =b’hk mit: K =———— — tan (— j 3.26
t 1([“))) 1([3) 3 TCS [3 n_LZS:’S’m n5 2 l*)) ( )

8/ 30. Juni 2009

99



Tragwerksberechnung apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi

Im folgenden Diagramm ist das Tragheitsmoment |, (Faktor k;) in Abhangigkeit vom
Seitenverhéltnis B des Rechtecks dargestellt:

p= kip)=
1] o0.134
1.2 0.161 0.3
1.4] o182
1.6 0.2
1.8] 0.214 0.25
2| 0.225
22| 0.235 k1(B)
2.4| 0.243 - 02
26| 025
28| 0.256
3| o0.261 015
3.2| 0.266
34| o0.27 o1
36| 0.273 2 4 6 8 10
3.8| 0.276 B
4| o0.279

Ist das Rechteck sehr schmal, d. h. b<<h, dann kann schon die Dgl. des Problems
vereinfacht werden:

Die Schubspannung T,, andert sich in y-Richtung sehr wenig — im Gegensatz zu der
Anderung der Spannung T,, In X-Richtung.
Es gilt daher:
Ty << Tyrx
Das ist gleichbedeutend mit:

O <<D,
Die partielle Dgl. A® =-1 geht in eine gewdhnliche tber:
o =-1

XX

Diese lasst sich sofort integrieren:

XZ
O =——+CX+C,
2

: : : b :
Da @ Uber X eine gerade Funktion sein und auf dem Rand X = J_rE verschwinden
muss, hat zu gelten:

c,=0 C,=—

Mit

bestimmt man schlielich:
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1,=2G 9D, =2G 9 x

. (3.27)

|=4j ®dA==b*h
3

t
(A)

Diese Beziehungen werden auch fir dinne krummlinig berandete Querschnitte
benutzt:
Die Spannung verschwindet auf der Profilmittellinie, andert sich linear tGber die

Wanddicke h und erreicht an der Oberflache den Maximalwert:

Ty =G 9N (3.28)

ZY max

Setzt sich der Querschnitt aus N Teilflachen zusammen, dann gilt wegen des Quer-
schnittserhalts fir das Torsionstragheitsmoment:

1 li Lange des Abschnitts der Profilmittel-

| 1 h 3 N linie mit der konstanten Dicke h; (3:29)
32 Z

Auf Grund der Formulierung tber die Profilmittellinie kommt es jedoch zum Uber-
schneiden oder Auseinanderklaffen von Teilen des Querschnitts. In einschlagigen
Taschenblichern werden daher experimentell bestimmte Korrekturfaktoren vorge-
schlagen.

z. B. Dubbel:
7o | |_[C]L[T[T]+
Formel | =2 Z hel

n 099(1,12(1,12|11,31|1,29| 1,17
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2.3.2 Geschlossene Querschnitte

Gleichgewicht am Stabelement dV =dsdzh:

z
tdz
—> I

S
(t+t,zdz)dsl A Ttds

(t+t.ds)dz

t=1_h Schubfluss

- 17 —(f+t,ds)dz=0
T S —(f+t,dz)ds=0

Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt: t = konst.

Der Schubfluss ist also fur alle Punkte des Stabes derselbe.

Momentenaquivalenz bezuglich Drehachse (mit (3.15)) und t ;= 0:

dM, =try(s)ds=t 2dA,
M, :tch r,(s)ds=t2 A,

Darin ist A, die vom Schubfluss eingeschlossene (mittlere) Flache:

A= To(e)ds

(3.30)
Damit lautet der Schubfluss:
Mt
t= 1. BREDTsche Formel (3.31)
2 A, . Rudolf Bredt, 1896, 1842 — 1900)
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Die maximale Schubspannung tritt bei der geringsten Wanddicke auf:

M __ M _ (3.32)

Tmax -
Wt 2 A\n hmin

Die Beziehung fir die Drillung wird Uber eine Energiebetrachtung gewonnen:

1 12

Moo= [-=dv

2 026G
auBere innere
Arbeit

Verzerrungsenergie

Mit dem Volumen eines Stabelements dV =dslh und der 1. BREDTschen Formel
erhalt man daraus:

1 ‘95 MZ 1 1 M2 | ¢ ds
2 4A%h2G 4A%2G 7 h
8:2: Mt _ Mt Cﬁﬁ
| GI, 4A2GY h . 2. BREDTsche Formel (3.33)

Damit kann fir das Torsionstragheitsmoment geschrieben werden:

AR
=" . (3.34)

h

Die Verwdlbung ist durch ein Zusatzglied gegenuber dem offenen Profil zu ergan-
zen.
Dazu werden die bereits bekannten Beziehungen (3.18) umgestellt:

oy =—(Y=Y¥p)— S
Ty,

G3

Wp, = (x—xD)—

Nach Integration tber X bzw. Yy folgt daraus ®, zu:

r dx a5 1 dy
T v0) Ereno) o5 s e e
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Das erste Integral l&sst sichwird wegen der Identitat (s. S. 90) mit (3.16)
V=0 (y-Yp)sina+e@(x—x,)coso.  und

Vi=lp @
kirzer schreiberclj: ’
X
(Y ¥o) 4o+ (%) =T

Das zweite Integral kann wegen der Aquivalenz (s. Skizze) und (3.16)

-1, dssina dz+t, dscosa dz =1, ds dz

X <
dx dy ay :
Ty — T, —=T, -dx dz dick
oo ey 3
. y é\
sowie (3.22) }A Toy ¢
M, =GI, 9 )

ebenfalls vereinfacht werden:
M

7, dsdz
GI S
Tzs (S) = : = : . IZSdeZ szdeZ
2A h 2A h

Die Berechnungsvorschrift fir die Verwoélbung lautet schlie3lich:

r I, ¢ dS
o,(8)=| 15 (5)dS ——| —+0,, . 3.35
v e 23

0y, wird dadurch bestimmt, dass die Verwdlbung tber die gesamte Querschnitts-
flache verschwinden muss:

[ .s[ (_rtD (5) +#th(§)} d§} dA : (3.36)

0

1
7T A (J/;)

Da der zum offenen Querschnitt zusatzliche Term ebenfalls nur von der Geometrie
abhangt, bleibt die Einheitsverwdlbung eine rein geometrische Groéle.

Auch fur spezielle geschlossene Querschnitte lasst sich Woélbfreiheit nachweisen:

e Geschlossene Kreisringquerschnitte sind wegen des Verschwindens der
Verwolbung auf den (unendlich vielen) Symmetrieachsen wolbfrei.

e Dreieckférmige einzellige Querschnitte sind wolbfrei, falls die Wanddicke
seitenweise konstant ist.
Die Verwdlbung zwischen jeweils 2 Eckpunkten ist eine Gerade. Drei Punkte
spannen eindeutig eine Ebene auf.
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Geschlossene Polygonquerschnitte mit konstanter Wanddicke, deren Profil-

mittellinien Kreistangenten-Polygone bilden, sind wolbfrei, damit auch alle
regelmafigen Vielecke (einschliel3lich Sonderform Kreis).

o U=2A U Umfangdes Polygons

Geschlossene Polygonguerschnitte mit seitenweise konstanter Wanddicke h;
sind wolbfrei, da

r. |
— — — _ _t — 1 —

Lo =T, Ny =.o=1p, hn_%_konst. i=1..,n
|

h.
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