Tragwerksberechnung apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi

3. (Rotations-)Schalen

Schale — gekrimmtes Flachentragwerk mit beliebiger Belastung

Rotationsschale — Meridiankurve (Erzeugende) ist von Drehwinkel um feste Achse
unabhangig

Voraussetzungen: sinngemalf die gleichen wie bei Scheiben und Platten

3.1 Membranzustand

Annahme: Normalspannungen gleichmafig tber Wandstarke verteilt, daher
unabhangig von z-Koordinate (analog zur Scheibe)
Keine Schubspannungen (ebener Hauptspannungszustand)

Voraussetzungen fur Membranzustand:

Mittelflache verlauft stetig gekrimmt

Schalendicke nicht sprunghaft veranderlich

stetige Verteilung der Flachenlasten

Randkrafte tangential zur Mittelflache angreifend

Randbedingungen beeinflussen Forméanderungen nur in tangentialer Richtung

Wenn mindestens eine Bedingung verletzt ist, dann liegt Biegezustand vor (s. u.)

Hier: Belastung nur durch Innendruck (Behaltertheorie)
nur spezielle Geometrien (keine Herleitung der allgemeinen Theorie)

3.1.1 Kugelschale
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3.1.2 Zylinderschale

Anwendung: Flugzeugrumpf in gro3er Hohe
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3.1.3 Kegelschale
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c, ~0
T -o,2hl+p2al=0
v o,2mnah-pra®=0

a
% =h P (2.21)
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Geometrie:
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3.2 Biegezustand der Kreiszylinderschale

Die Biegetheorie ist u. a. bei dem so genannten Randstorproblem anzuwenden.
Dieses tritt z. B. bei der Kombination verschiedener Flachentragwerke (Schale/
Schale, Schale/Platte, Schale/Scheibe) auf,

z.B.:
I Kugelschale
!
E) Unstetigkeiten an den Schnitten:
«— [ >
¢ Zylinderschale = Auftreten von Moment und Querkraft
|
|
Kreisplatte

Herleitung einer Dgl. fur die radiale Aufweitung W der Zylinderschale

Geometrie:
!
» I, Z,W
w
u0
WX ’,‘ V‘I‘
Y X, U \‘-\_ U, axiale Verschiebung der Mittelflache
fo zw,, vgl.Platte
u, =u,
€y = U, —uOX Zw,,,
(a+w+z)2n (a+z)2n  w
€ =
w0 (a+z)2n a+z
w l w 7 7° . . .z
=—— 1-—+—-... Reihenentwicklung fir — <1
aq.?% T a a a’ a
+
a
8ZZzO

HOOKEsches Gesetz:

_E _E wi, z z°
Gxx—l_vz (8XX+V8¢¢)_W U ZW,XX+Va —5+¥—...
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SchnittgrofRen (s. (1.11), S. 10):

cxxz(1+£jdz
a
(o) (e ) (5
Uy +V—| | Z+— |=| Wy +v— | | Z°+— |...|dZ
a a a a

z

4
Terme mit Zund Z® liefern keinen Beitrag, Terme ab ( ) werden vernachlassigt:

a
3
u u
m, = E . 1 (Ej -~ +vﬂ2—w,xx—vﬂ2 =K| =22 -w,,
1-v° 3 2 a a a a
. E h?® : e
mit: = K Biegesteifigkeit (s. Platte) (2.24)
12(1-v?)
h h
2 2 2
n = chx (1+£j dz = E > j KuoﬁvﬂJ (“EJ_(W’XXWﬂZj (ZJFZ_H dz
h a 1-v° < ' a a a a
2 2

2
Terme mitZund Zz* liefern keinen Beitrag, Terme ab (—) werden vernachlassigt:

a
Eh W w
n, = 12 (Uo,x +v EJ =D (Uo,x +v Ej =n,, =konst. (s.u.)
, Eh e
mit: D= 12 D Dehnsteifigkeit (2.25)
nxO

= Uy, =——V—

’ D a

Ox folgt tber die Gleichgewichtsbedingungen (s. u.) zu:

u0 XX
qx = mx,x =K [ _W’xxx

a
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Gleichgewichtsbedingungen:

Belastung nur durch Innendruck p

(Behalter)
x4 dn ade=0
r\: dg,ade—n dxde+padpdx=0
¢/ dm adep—q adedx=0
Folgerungen:

n, =n,, =konst.

D poo n
by TPE = m -——2+p=0

Y a

mx,x_qxzo

Einsetzen der Schnittgroen in die obige Gleichgewichtsbedingung liefert

n w Diw n w
K| 2-v—-W| ——|—+v|2—v—||+p=0 =
(Da a’ J a[a (D aﬂ P ) ()X
Mit
wird daraus
Kw-Da_vRe,py oo
a a a

K w" —22(1—v2)w—vh+ p=0
a a
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wV +4k? W:ﬂ_ﬂ vgl. Balken: Biegelinie Dgl. 4. Ordnung
K akK (2.26)
D(1-v*) Eh12(1-v? 3(1-v?
e D) En2iv) o)
Ka Eh’a h®a
%/_/
k4
1
k=4 3(1-v?) —=— -
( ) [ah k Abklingfaktor (2.27)

Randbedingungen:

Im Allgemeinen gilt, dass an jedem der 2 Rander (eines Bereichs) 2 Randbedin-
gungen zur Bestimmung der 4 Integrationskonstanten angegeben werden kénnen.

gelenkig gelagerter

eingespannter Rand Rand freier Rand
Ll
/:) :)
> X > X > X
i
x=0: w=0 x=0: w=0 x=0: m =0
w=0 mx = qx =

Losung der Dgl.:

Allgemeine L6sung:
W=W, +W,

Ansatz fur homogene L6sung ( analog [2/3] ):
w, = A e

Charakteristische Gleichung und deren Lésungen:

A +4kP=0
Ao =(F1£i)k
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Homogene Losung:
w, = Aet A eIk p (ke A (e
= Ae%e™ + Aee ™ + Ae ™ + AT ™
= (A" + Ae™ ) +e ™ (A" + Ae™)
= e[ A (coskx+isinkx)+ A, (coskx—isinkx) |+
+e"* [ A, (coskx+isinkx)+ A, (coskx—isinkx) |

=g (61 coskx+C2sin kx) +e™*(C,coskx+C, sinkx)

Satz von MOIVRE [2/6]

w, =& ™ (C, coskx+C, sinkx) +e ™ (C, coskx +C, sinkx) | Schalenlange  (2.28)
Abklingverhalten der Randstérungen:

w, =e ™ (C, coskx+C,sinkx)+e ™ (C, coskx+C,sinkx)

Abklingen mit wachsendem I—x

Abklingen mit wachsendem X

e () X< |: ausschlieBliche Verwendung des Terms e
€

X=|: ausschlieBliche Verwendung des Terms e X1

Wann ist eine Schale ,lang“?
kKly=m:
e " =0,0432...

I_n_ n4 ah
.= NG

(zum Vergleich: e’ =1)

l,~2,54/ah firv=0,3 (2.29)

Beispiel: a=3-10° mm h=10 mm
l, =433 mm
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Spezielle Partikularldsungen:

o offener Behalter (kein Innendruck) unter Langskraft (Ringkraft) Fo

| p:O
£ ! An,
77—\;\/7 ™ n,2na=F,2na
j nx0:F0
|
i w, =A WL\/:O
!
1 e ata=-Y5
} akK
< @2a > _ VFO __va2
aK4k* aEh °
va
sz—ﬁ FO

e geschlossener Behalter (Innendruck po) unter Langskraft (Ringkraft) Fo

F | Mg ™ n,2na=p,na’+F 2na
| 1 P, @
Ny = +F,
« Po» x0 0
; w,=A w, =0
| Foo akia=Po_ vV [Pl ¢
| K aK\ 2
28 a a’ va a
A= p04_ v 4(po +I:Oj:po _y (po +F0j
K4k aKd4k 2 Eh Eh{ 2
a(2-v
szﬁ[ > poa—vFOJ

Anmerkung:

Die radiale Aufweitung w einer Zylinderschale unter Innendruck ( Fo = 0) nach der
Membrantheorie betragt ( s. (2.22), S. 68 ):

—2_Va_p
E 2h

2
0

Die Partikularlosung nach der Biegetheorie stimmt also mit der Lésung nach der
Membrantheorie tberein.
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Beispiel: Kreiszylinderschale unter Randlasten

Mo p—~ ~~ I,

Gy «<— —> O

| Geg.: Mo, o, a=1=1m, h=90 mm,
E a i v=0,3
i <«

= | Xy e h Ges.: Abklingverhalten der GréRRen

W, W', my, Oy

Yy |

Da

l, 2,5, ah =2,5\/103 mm 90 mm = 2,5-300 mm = 750 mm
| =1000 mm >=750 mm ,

kann die Schale als ,lang" betrachtet werden.
Da weder Innendruck noch zusatzliche Axialkrafte wirken, braucht nur die homogene
Losung der langen Schale berucksichtigt zu werden:

w=e " (C,coskx+C,sinkx)

Uber die beiden Randbedingungen:
m (0)=-m, =-K w’(0) =2 K k* C,
q,(0) =—g, =—K w”(0)=-2 K k* (C, +C,)

werden die Integrationskonstanten bestimmt zu:

do m,
C, = +
¥ 2Kk 2KK?
m
C =— 0
Y 2K K2

Damit lauten die Ergebnisse:

“kx
W= 2eK - [ k m, (coskx —sinkx)+q, coskx |
e—kx
T [ 2k m, coskx+q, (coskx+sinkx) |

ok

w’ =k [k m, (coskx+sinkx) -+, sinkx | ~m,
—kx

W= eK [ -2 k mg sinkx +q, (—sinkx+coskx) | ~ g,
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Speziell am freien Rand (bei x = 0) gilt dann:

3

1
W) =2 (kmy+)

, 1
w'(0) =_2K K (2kmo+qo)

2
w’(0) =—m,

w(0) =~

x|~ X+

Die allgemeine Losung wird in die zwei durch die Belastung bedingten Anteile aufge-
spaltet:

9 #0; my=0: m,#0; q,=0:
e—kx —kx .
W= % cos kx W= M (coskx —sinkx)
. e—kx . i e—kx
W=z % (coskx +sinkx) W= ———m, coskx
» eka . —kx
W= Qo sin kx W'==—m, (coskx+sinkx)
hx .. 2e :
W= G (—sinkx +coskx) W= — My sin kx

Diese Beziehungen werden normiert:

3 2
W=2Kk w =e " coskx v_v:ZKk w  =e " (coskx—sinkx)
o o
2 ) . KKk?
W= 2Kk W =—e" (coskx+sinkx) W= =—e" coskx
o o
W':K—kw" =e ™ sinkx W':ﬁw" =e " (coskx +sinkx)
o Qo
... K .. kx ] ., K o
W =—Ww =e (—smkx+coskx) W= W =e ™ sinkx
do 2k q,

Fir die grafische Darstellung werden berechnet:

4 3(1-v? [q.
k=4 ( ! )=4 3 0’91=0,OO428mm‘1
Jah 300 mm

X=750mm: kx=3,21
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Belastung durch qo:

1
05 N
W0g0(k) :\\
w1g0(kx) \ \ \h
- 0 S~ _— | ——
w2q0(kx) \
— f—
w3q0(kx) \ ]
-0.5
-1
0 05 1 15 2 25 3 35
Belastung durch mo:
1
0.5
,—_k
wOmO(kx)
it AN e
w2mO(kx) 0 \ ———
w3mO(kx) / _____..___,....----"""
-0.5 /
-1
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Wie aus beiden Diagrammen ersichtlich, klingen die durch die Randstdérungen her-
vor gerufenen Schnittgrof3en in Form gedampfter Schwingungen vom Rande x=0
her rasch ab. Bei x =750 mm betragen sie nur noch ca. 4%.
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