apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi Tragwerksberechnung

B Flachentragwerke

Flachentragwerk — Tragwerkselement, dessen eine Abmessung (Dicke) sehr klein
ist gegenilber den restlichen Abmessungen

1. Scheiben

Scheibe — ebenes Flachentragwerk, das nur in der Scheibenebene belastet wird
Randbedingungen (Kréfte und Verschiebungen) wirken nur in der
Scheibenebene
= Behandlung im ESZ

h<<a,b,d

Rotationssymmetrisch belastete Kreis(ring)scheiben s. Grundstufe

1.1 AIRYsche Spannungsfunktion
(George Airy, 1801-1892)

1.1.1 Formulierung in kartesischen Koordinaten X, y

Von den Feldgleichungen werden zunachst die beiden Gleichgewichtsbedingungen
(1.5) ohne Volumenkrafte

cyxx,x + Tyx,y = O (21)

Tyx T Oy = 0

aufgeschrieben.
Die erste Gleichgewichtsbedingung wird nach X, die zweite nach Y differenziert.

Beide Ergebnisse werden addiert und die Summe nach 271, , aufgelost:

27

_(Gxx,xx + ny,yy)

xy.xy

Anschliel3end wird in die erste Kompatibilitatsbedingung (1.16) das Stoffgesetz
(1.17) eingesetzt:

€y T Epone ~ Ty =%[(GXX —v GW),yy +(c5yy —v GXX),XX -2(1+v) ’nyyxyi| =0
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Gy =V Oy T O =V O —2(14+V) 1, =0
Mit dem 27, aus dem ersten Schritt wird daraus:
Gy =V Oy T Oy =V O +(14V) (GXX]XX + nyyyy) =0

(GXX +o,, ),xx +(GXX +o, )’yy =0

Das Ergebnis ist eine Potenzialgleichung fur die Spannungssumme ® =c,, +0,,:

Ao, +0,)=AD=0 A LAPLACE-Operator [2/1] 2.2)
(Pierre Simon Laplace, 1749 - 1827)

Das Differenzialgleichungssystem mit (2.1) und (2.2) kann reduziert werden Uber den
Ansatz:

Gy =F(X,Y)
o, =F(X,Y) F(x,y) AIRYsche Spannungsfunktion (2.3)
Txy =-F (X’ y),xy

Mit diesem folgt
Gy to, =AF =0
und damit aus (2.2) endlich
AAF =F . t2F,,, +F,,, =0 . Bipotenzialgleichung (LAPLACEsche Dgl.)
(2.4)

Die Bipotenzialgleichung ist vom gewéhlten Koordinatensystem unabhangig.
Es ist nur der LAPLACE-Operator im jeweiligen Koordinatensystem zu benutzen.

Losungen:
Eine einzelne Losung fur F(X,y) lasst sich nicht angeben. Prinzipiell konnen Lésungen
der Bipotenzialgleichung Uber Losungen der Potenzialgleichung gefunden werden:

e LoOsungen der Potenzialgleichung A® =0, d.h. F=®
Aligemein gilt: @ =Re(xiy)'
@ =Im(xtiy)' n=12,3,..
Verknipfungen mit ®
zB e _yo F=yd F:(x2+y2)d) F=0 x+® y F=® x-0,y

F =cosnxcoshny F =sinnxcosh ny
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Zusammenfassung im so genannten Katalog:

X, XZ’ X3, Xy, XZy, XSy, X4 _ y4’ X4 _3X2y2,---
¥, V2 V8 VX vRX, vt —3xPYA

tnx

cos nx cosh ny, sin nx cosh ny, sin nx sinh ny, sinnx e*™, cosnx e*™, cosny e

cosny coshnx,... furn=12,3,..
" X cos nx cosh ny, x cosny cosh nx, x €™ cosnx, x e*™ sin nx
y cosnx cosh ny, y cosny cosh nx, ... furn=12,3, ..

Die Auswahl der Losung hangt von den zu erfillenden Randbedingungen ab.

Randbedingungen

Randbedingungen - Aussagen zu Spannungen (Kraften) und/oder Verschiebungen
an den Randern

Anzahl: 2 je Rand

Beispiel: dF,
T hdy
h dick = d':ay — » o hdy
y O dx
7,.hdX
L !
o, hdx

Kraftegleichgewichtsbedingungen am Randelement:
— dF, +o, hdy-t, hdx=0
T dF, +1, hdy-o, hdx=0

Einsetzen der Spannungsfunktion nach (2.3) fuhrt auf:
dF, =h(-F, dy-F , dx)=-hdF,
dF, =h(F, dy+F, dx)=hdF,

Integration zwischen den Randpunkten A und B:
(®)
FA®=—h [dF, =h(F}-F})
(A)
AB ® B A
F/®=h (_[)dEX =h(F?-F})

Zur Erfullung der Randbedingungen genigt also die Kenntnis der ersten Ableitungen
der Spannungsfunktion an den Randpunkten A und B.
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Ist der Rand kraftefrei, dann folgt daraus:

F.=F; =F, =konst.

F,=F;=F, =konst.
Da nach (2.3) die Spannungen aus den zweiten Ableitungen folgen, kdnnen die
Konstanten null gesetzt werden:

F, =0

F,=0
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Beispiel: Scheibentrager unter Querkraft

| 5 Fo Geg.: b, h, |, Fy
A 4 Ges.: 1. Spannungsfunktion, ausgehend
1z von der elementaren Theorie
. = 4 (Uberpriifung: AAF =0,
Erfullung der Randbedingungen)
N b g} 2. Verschiebungen
Elementare Theorie (Balken):
o = sz y
xx — y M
" <
Fo S,
Ty = F F
1,b Qy 0

mit: M, =F X

Foy ==Fo

: h
? b ,|— b(h?
S,=| ybdy==9*| 2==| ——y?
zgy y2y22(4yj
y
| b h*
y24 12
F
=-12 L x

G><>< bh3 y

F(1 vy
_ g0 Y
" bh(4 h?]

Aus c,, wird ein Ansatz fur die Spannungsfunktion gewonnen:

o, =F,=-12 th°3 Xy | Integration Ubery

F,=—6 bFr(:‘?’ xy?+f(x) | Differenziation nach X
Ry «

F’yX:_TXy=_6b_(;‘]F+f (X)

Das erhaltene t,, wird mit dem der elementaren Theorie (s. 0.) verglichen und fihrt

auf:
ﬁ | Integration Uiber X

f'(x)=

N w

2 /4. Mai 2009
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f(x):gix+c
2bh
Damit wird:
F =—6—x|X--=|+c Integration tber
i bh (hz 4} | g y

Da C keine Spannungen liefert, wurde bereits von der Definition C = 0 Gebrauch
gemacht.

Die Spannungsfunktion muss nachstehende (Spannungs-)Randbedingungen erfillen:

h
1. Rand (x;y:E): c,=0 t,=0
2. Rand (x;y:—g): c,=0 1,=0
3.Rand (0;y): c, =0

Die Bedingungen an den ersten beiden Randern fihren mit:

c (x;in):FXX(x;in):O
Y 2 ’ 2

0, (x)=0

auf:

Da 9(X) =k, +k, X keine Spannungen liefert, wird definiert: g(x)=0.

Die Spannungsfunktion lautet damit endgultig:

R (1 h’
F=-6—2|>xy’——x
i (37~

Die Spannungen sind:
F

on=F, = —12b—r‘]’3 Xy (s. elementare Theorie)
c,=F,=0

2
Ty =—F,= —6%(%—%) (s. elementare Theorie) .
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Kontrollen:

e Erfullung der Dgl. AAF =0:

F o =0

Foy =0
Frgy =0
Damit erfullt die gewahlte Spannungsfunktion die Dgl.

¢ Die noch nicht benutzten Randbedingungen werden ebenfalls erfillt.

e AulRerdem gilt:

Die Dehnungen:

1 o F
e, =U . =—(oc,-vo, |=-2=-12—C0 _x =-—Bx
XX X,X E( XX yy) E Ebh3 y y
%/_/
B
B 1 Vo, VB
Syy_uy,y_E(ny_VGxx)__ = =vBxy

werden tUber X bzw. Y integriert:

B
4= 2% y+(y)

u, ngxy2+\|l(x)

Die erhaltenen Ergebnisse werden nach y bzw. X differenziert und danach in die
Beziehung fur die Schubverzerrung:

Txy

G
F,2(1 ‘ : ‘
:—GM E_y_z =—(1+v)Bh? l_y_z =—£Bh2 E_y_z
bhE 4 h 4 h 2G 4 h

eingesetzt. Das Ergebnis lautet:

YXy = ux,y + uy,x =

2
E B h? (l_y_]:_ﬁ x? +(p'(y)+v% y2+y(x)

" 2G 4 h? 2
E h2 B 2 - E B 2 A% 2 ¢
———B=-—=X+y(X)—— Yy’ +=B Yy’ +
55 S X V()2 Y+ BY +9(y)
d=konst. e=konst.
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Aus der Bedingung, dass d und e nur konstante Werte liefern diirfen, werden die
Funktionen y(x) und ¢(y) bestimmt:

\|/'(x):d+gx2 | Integration tiber X
B s
y(x)=d X+EX +m
| Integration Gber y
A%
—ey+— Yy —~By*+n
o(y)=ey+ oV -5 BY

Damit werden die Verschiebungen:

u ——Ex y+2y —ﬁy +ey+n
" 2 6G 6
v B B
U, =——Xy’+—x +d x+m
2 6

Die verbliebenen 4 Konstanten werden tber die geometrischen Randbedingungen

u,(1;0)=0 = n=0

0, (1:0)=0 = %I3+dl+m:0
B |2

u,,(1;0)=0 = EI +d =0

und den Zusammenhang
E h?

—— —B=d+e
G 8
bestimmt:

d--Bp
2

me—Bp Bp_Bp
6 2 3

—_E_h_+E|2
2G 4 2

Die Ergebnisse fur die Funktionen der Verschiebungen sind:

F 1+v
u, =2 Ebh{ =3x*y+(2+v)y’® +3(I2—Th2jy}

u, =2
d Ebh3

<3vx y+x =31 x+2I° )
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Fir y =0 konnen die Werte mit denen aus der elementaren Biegetheorie vergli-chen
werden:

FIP(x _x
uy(x;O):ZEE)h3 (|—3—3T+Zj u,(x;0)=0
u,(0;0)=4 R I = R I : s.o0.: | _bn
a Ebh® 3EI, “12

Es liegt offensichtlich Ubereinstimung vor.

Zum Vergleich: Ergebnisplot fur die mit ANSYS erhaltenen Gesamtverschiebungen

1.1.2 Formulierung in Polarkoordinaten r, ¢

Mit Hilfe der Transformationsbeziehungen [2/2] zwischen kartesischen (X, ¥) und

Polarkoordinaten (r, @) kénnen die Ableitungen der Spannungsfunktion in Polarko-
ordinaten geschrieben werden:

F,=F r+F,o,=F, coso-F, —s";q’

F o =(Frcos(p—F(P _sm(pJ COS(p—(Fr cosp—F, —Sm(pj e
' ‘ R ‘ R r
)T P

- - - 2 - 2
B ) sin@ cos @ sin @ cos @ sin“ @ sin“ @
= F’rr cos (P—Z':,r@ —r +2Fy(p —rz +F’r , +wa 7

und analog:

sin(pcoscp_ZF sin(pcos<p+F cosch+F cos’ ¢
P W )

2 2

_ a2
Fyyy_Fyrrsm (p+2Fﬂp . ; 00 T

Daraus ergibt sich die Potenzialgleichung:

1 1
AF=F,+F, =F, +F F. +r—2 F oo
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Der LAPLACE-Operator fur Polarkoordinaten hat also die Form:

10 18

= =
o’ ror r?op

Die Bipotenzialgleichung lautet damit:

> 10 1 0 \(0°F 1oF 1 0°F
AAF =| —o+—-—+5— Ft-——t—m——|=0 (2.5)
o ror r°op o ror r°op
Loésungen der Bipotenzialgleichung:
Katalog:
Inr,r?, r’Inr
I r COS(p,%COS(p, r coso, rInr coso, analog mit sino
r" cosng, r" cosng, r"? cosng, r "> cosng, analog mit sing  firn>2

@, COS 2¢, Sin 2¢
I | rocoso,r@sine
r" cos(n—2)o,r"sin(n-2)¢ furn>3

oInr,r’ o, r*olnr

" rinrecose, rinresing

cos(ninr)coshng, r* cos(ninr)coshng, sin(ninr)sinhng, r* cos(ninr)sinhne

Formulierung der Spannungen mit den Ableitungen der Spannungsfunktion:

1 1
O =F F,r +F F,go(p
G‘P‘P = |:,IT

(2.6)

Die Auswahl der Losung hangt wieder von den zu erfiillenden Randbedingungen ab.

26
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Beispiel: Gelochte Scheibe unter Zug

Ao«
al & Geg.: a b, h,d [(a d)<<(b,h)], on
= X >
_ Ges.: Spannungsverteilung Gy, Cgg
< d dick > (speziell in Lochn&he)
Ox |« b » Ox

In hinreichender Entfernung vom Loch kann ein homogener Zugspannungszustand
vorausgesetzt werden, d. h. es gilt:

Gy =0, Gy =0 Ty =0

Dieser kann durch folgende Spannungsfunktion beschrieben werden:

F 20700 y2 =22 r2sin2 o :% r? (1-cos2¢) . (unter Benutzung von [1/2] )

o0

Diesem Ansatz werden weitere ahnliche und in radialer Richtung schnell abklingende

Terme uUberlagert.
Die zusatzlichen Terme sollen den Spannungszustand in Lochndhe beschreiben:

F(r,¢)= > A r'"cosne

n=0,2

Der Ansatz wird in die Bipotenzialgleichung AAF =0 eingesetzt:
AF = A [kn (A, =1)r'" 2+, r'n? —n? r”"’z] cos o
= A [A2=n?]r* % cosne

AAF = A [2,2=n"][(h, =2)(R, =3)r" " +(h, —2)r** —n’r** |cosng
= A [A2=n? ][22 —4n, +4-n? Jr* cosnp =0

Die Losungen sind:

firn=0:  Agq =0 heogo0 = 2
firn=2: Ay, =42 Mgy =4 Aps =0

Die Spannungsfunktion lautet damit:

F=A+B, In£+67j° r’+D, r? In£+(—% r’+B, r—12+C2 r*+ DZJCOSZ(p
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Da A, keine Spannung bringt und D, und C, Spannungen liefern, die in r nicht
abklingen, wird definiert:

A =D,=C,=0

Am Lochrand sind die Bedingungen

1 1
cyrr|: :_F,r+_2F,tmD =0
r=a r r a
1 1
Trq) _ :_2E¢__er(P :O
r=a r r r—a
zu erfillen.

Mit den erforderlichen Ableitungen der Spannungsfunktion:

1 c c 1
F ==B,+—=r+|-—=r-2B,= |cos2
T r 0 2 ( 2 erJ ¢

o 1 )

F, :(_Tw r’+B, 7t DZJ (-2sin20)
G, - 1

F,(p(p = —T r -+ 82 r—2+ D2 (—4 COSZ(P)
c, 1 .

F.,= - r-2B, = (-2sin2¢)

werden die Randbedingungen formuliert:

1. o ( o 1 1 1

Grr|r:a :? BO+7+(—7—2 B2 ?'FGOO -4 B2 ?—4 D2 ?j COSZ(p:O
G, 1 1 1) .

Tro rea :(7_2 Bz ?_2 D2 g—cw—4 BZ ?jSIHZ(p:O

Daraus folgen die Bestimmungsgleichungen fiir By, B,, D, :

Eg+c—°°:0
a~ 2
(o)

—~2a*-6B,-4D,a’=0

2

-2 a‘-6B,~2D,a*=0
2

mit den Losungen:
c

()
B():—?“’a2 B,=-——=2a* D,=—2a’
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Damit lautet die AIRYsche Spannungsfunktion:

2 2 2 2
F(r,o) ={—In£+lr—+(1—lr——la—j cosZ(p} G°°2a
a

2 a’

Die Beziehungen fir die Spannungen kdnnen somit angegeben werden:

a’ a®> _a' c,
G, :|:1——2+[1—4—2+3r—4J COSZ(P:|7

r r
a’ a’ c,
G(P(P = |:1+r—2—[1+3r—4j COos 2(p:| 7

a® _a*). c,
TTQD 2(—1—2r—2+3r—4]3|n 2(P 7

Fur den Lochrand (r = a) gilt folglich:

GI’T = Tl’(p =
6,, =(1-2cos2¢)o,
oo ((p = gj =30, . Das entspricht einem Kerbfaktor von 3!
90
120 60
150 30
oi(é) 180 : - : : 0 Darstellung fur OS(pSE!
— 0 1 2 2

210 330

240 300
270

Die Spannungsverlaufe in radialer Richtung lauten fur die Winkel:

1 a’> _a’ 1
° (pzo: Grr25(2—5r—2+3r—4]0w
c _1 a_2_3a_4 c N
woolrr Tt ) or(r)
7, =0 0
-05

-1

)
~
o
<)
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T 3(a* a‘
b (P:E cSrrZE r_z_F G,
1 a? _a*
G¢¢:E(2+r—2+3r—4j0w
T =0

30

or(r)

=i
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1.2 Periodische Randlasten

Beispiel: Ein Scheibenstreifen wird durch eine periodische Gleichgewichtsgruppe
belastet.

Py
+§+‘ +‘x++ Geg.: Po, (p1,) h, 1, a,d

d dick Yv = Ges.: Oyy fir X=0und X=1/2
Y
M D, 1. allgemein
2 for 23 Ny
. u — =, — =
Ja, |, | 8" |

Zerlegung der Randlasten:

EERE L [EER LS
X X X
Yv — A/ + y
| |
m P, 4 Po L;'*'__Tpl Po
Po
Fall | Fall 1l
Fall |
Randbedingungen:
y=0:
y=h' } nyI:_pO F[:xyI:0
Spannungsfunktion:
2
F| - _ pO X
2

Fall 11

Aus Gleichgewichtsgriinden berechnet sich p; :

I
plzg Po

Benutzung einer periodisch fortgesetzten Losung der Periodenlange | .
Eventuelle Randstérungen der endlich langen Scheibe sind ohne Einfluss auf die

Spannungen bei —IES xslE

2 /4. Mai 2009 31



Tragwerksberechnung apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi

FOURIERreihenentwicklung fiir die Belastung p(X):

Wahl eines FOURIER-Reihenansatzes (s. [2/4] ), der die Randbedingungen erfillt:

p(x) =%+ > (an cos— ZITE X+bn sin ZITE Xj

n=12,..

mit:
ao = 0 bn :0
|
2
anzzlgj p(x) cosa, X dx und: an:nfn
0
In diese Gleichung wird p(X) mit
P, far 0 <x< 1 a
2 2
p(x) = | | s |
-p,| ——1 fur ——— <x<—=
a 2 2 2

eingesetzt. AnschlieRend erfolgt die Integration tber X.

Man erhalt die FOURIER-Koeffizienten

a, :ﬂsin%(l -a)
a,a 2

Die entwickelte Belastungsfunktion kann damit geschrieben werden:
. sindn (1-a)

p(x) = 4 Py > 2 COS o, X

a 2. a,

Fur die Spannungsfunktion wird ein Produktansatz mit analoger X-Abhangigkeit
gewahlt:

Foxvy)= 3 f(y)cosa,x

Dieser wird zun&chst in die Bipotenzialgleichung AAF, =0 eingesetzt und liefert fur
jedes Reihenglied n:

( foy—205 f +a; fn) cosa, X =0

Die Dgl. fur die f,(y) hat nach [2/3] die Losung:

f.=A cosho,y+B, sinha,y+C, a,ycosha y+D, a, ysinha,y

Die Spannungsfunktion wird zu:

F.= Y. (A cosho,y+B, sinha,y+C, a,ycosha,y+D, a,ysinho,y)cosa,x
n=12,...
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Daraus folgen die Spannungen:

O = Fll,yy
S o’ [ (A +C,a,y+2D,)cosho,y+(B, +D,a,y+2C, )sinha,y | cosa,x
n=1,2,..
c,n=F

yyll 11, xx

=— i o’ [(A, +Co,y)cosha,y+(B, +D,a,y)sinha,y]cosa,x

n
n=1,2,..

T F

il — " Ty

= i a’[ (A +C,o,y+D,)sinho,y+(B, +D,a,y+C,)cosha,y]sino,x

n=12,..

Die Integrationskonstanten werden tber die (Spannungs-)Randbedingungen:

ny”(y:O):O nyn(y:h): P(X) = Fy
rxy,,(y:0)=0 rxy”(yzh):O
berechnet zu:
A =0
4 (sinhocnh+ocnhcoshocnh)sin%(l—a)
C =_B = Po 2
n n 3 ) 22
aa, sinh®a,h—oh
. .o
sinho hsin—"(l-a
5 _4p, h sinha,hsi ) (I-a)
" aa’  sinh*o h-a’h?
Damit kdnnen die Spannungen fir den Fall 1l berechnet werden.

Sie werden anschlieBend mit denen aus Fall | zum Endergebnis Uberlagert:

O = Oy T O

. a,
4p, & sm{z(l—a)}comnx ~a, (h—y)sinha hcosha,y—ahsinh[a, (h-y)]
a 437, a,(sinh? o h—aZh®) |+aZh ycosh[a, (h-y)]+sinha,hsinho,y

G, =0, t0,,

4 0
=—Pp+ P z

. (X,n
S'”{g("a)} COS 0 X (¢ h cosh a,h+sinh a,h) sinh ot
a 7. ocn(sinhzocnh—ocﬁhz)

—aZhy cosh[ a, (h—y)]-a, ysinho, hcosho,y

.o,
4p, < 3'”{2“_3)}‘305%)‘ ~a, (h-y)sinha,hsinho,y
—a hysinh[a, (h-y)]
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Fir o, und die gegebenen Geometrieverhaltnisse erhalt man folgende Beziehung:

Sin(7oc |jcosa X (1—%) sinha,l cosha,y+a,l sinh{o«,n I( —I—yﬂ
N 16 " "

- 2 2
Po ez sinhol=(ol) cosh{anlil—llﬂ+isinhanl sinh o,y

G><x__

ol
Diese ist fir X =0 und X = — in den beiden folgenden Diagrammen dargestellt:

Xx=0: 15

1 Scheibe

Balken
cyxx ﬁ(y) 05

po xxaqy)
0
0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8

-2

S0Ey) 4
O xxswety)
Po -6 Scheibe
Balken
~8
o 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

In die Diagramme wurden auch die Ergebnisse nach der elementaren Theorie (Balken
- ,Ebenbleiben der Querschnitte*) aufgenommen:

0 M (x
GxxelemEX;y:{h }:6 df,]z)
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Die Schnittmomente wurden dabei Giber den ,Satz von CASTIGLIANO" ermittelt:

21
M(0)=——p,dI?
(0) 512 "
I 35
M|=|=——=p,dI?
(2) 512 70
Spezielle Werte flr M sind damit:
Po
X y | Scheibe | Balken
0 0 0,091 —0,246
h 1,065 0,246
I 0 —0,092 0,410
2 | h | -8413 | -0,410

Es ist ersichtlich, dass die elementare Theorie besonders am unteren Rand viel zu
kleine Werte liefert.

Die Verschiebung Uy wird Uber die Dehnung €,, ermittelt:

1 1 C
SXXZUX,XZE(GXX—VGWFE{V P+ D, (Dn(y)COSOLnX}

n=12,...

Integration Uber X im Bereich [ 0, 1/2 ] fUhrt auf:

| 1 I & 1 _a, |
UX(EJ—UX(O):E[V p0§+ Z a—q)n(y)S"] 5 :|

Da
o,l

sin =sinnt=0 ,

ergibt sich schliel3lich:

u, (lj -u, (0)= vh!l_ konst.
2 2E
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