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3. (Rotations-)Schalen

Schale — gekriimmtes Flachentragwerk mit beliebiger Belastung

Rotationsschale — Meridiankurve (Erzeugende) ist von Drehwinkel um feste Achse
unabhangig

Voraussetzungen: sinngemaf die gleichen wie bei Scheiben und Platten

3.1 Membranzustand

Annahmen: keine Normalspannung 1 Schalenmittelflache
Normalspannungen || Schalenmittelflache gleichmalig uber
Wandstarke verteilt, daher unabhangig von z-Koordinate
(analog zur Scheibe)
keine Schubspannungen (ebener Hauptspannungszustand)

Voraussetzungen fir Membranzustand:
¢ Mittelflache verlauft stetig gekrimmt
Schalendicke nicht sprunghaft veranderlich
stetige Verteilung der Flachenlasten
Randkrafte tangential zur Mittelflache angreifend
Randbedingungen beeinflussen Formanderungen nur in tangentialer Richtung

Wenn mindestens eine Bedingung verletzt ist, dann liegt Biegezustand vor (s. u.)

Hier: Belastung nur durch Innendruck (Behaltertheorie)
nur spezielle Geometrien (keine Herleitung der allgemeinen Theorie)

3.1.1 Kugelschale

T —Gwh2na+pna2:0
a
(5([,q,=2—hp=cy88 (2.19)
o1 -V a
00 T ma 0 E(wa VGSS)_ ﬁp
L, l=vap
: 2 h E (2.20)
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3.1.2 Zylinderschale

Anwendung: Flugzeugrumpf in grof3er Hohe

G, 2hl+p2al=0
2nah—-pna’ =0

5
Yo (2.21)
a
c, . =—
h
> :—’:—(c -vo )zz_vip
® a EV® © E 2h
u = vap (2.22)
h E
3.1.3 Kegelschale
Geometrie:
7\ g cota =2 sino = >
1/ 1\ == ==
X [ Q x
4 0 \{\
Pi T —oy 2nrhsino+pnr’=0
ZA
| G. = "
® =D hsina (2.23)
Ogs | o Q2r | Ous
G, hrde x \ ,hdédesina+prdpds=0
Oueftl a9 r X coto
prdeds dx O = hsina P= h sinal
G, /d
Gy hrdptd(cyhrde)
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3.2 Biegezustand der Kreiszylinderschale

Die Biegetheorie ist u. a. bei dem so genannten Randstorproblem anzuwenden.
Dieses tritt z. B. bei der Kombination verschiedener Flachentragwerke (Schale/Schale,
Schale/Platte, Schale/Scheibe) auf,

z.B. ! Kugelschale
7Y
«p > Zylinderschale Unstetigkeiten an den Schnitten:
¢ = Auftreten von Moment und Querkraft
i
|
Kreisplatte

Herleitung einer Dgl. fur die radiale Aufweitung w der Zylinderschale

Geometrie:
|
i » 7, Z,W
a W
u
< .
wi—A\F¥ . .
" \ u, axiale Verschiebung der
Yx u Schalenmittefflache
! an zw,, (vgl. Platte)
u = uo —Z W,x
SM =u’x =u0x —Z W,xx
(a+w+z)2n—(a+z)2n  w
€op = =
(a + Z) 27 a+z
w 1 w z z° . . . Z
=— r—|l-—+——.. Reihenentwicklung fur — <«
a 1+£ a a a a
a
HOOKEsches Gesetz:
c (s +ve ) E u W, +V 1 z + z
= = —Z —_— —— —_——
XX —V2 xx [610) 1—V2 0,x o xx a a a2
£ (8 +ve ) £ lid 1 Z+Z2 +v( )
G, = o )= —|l-—+—- U, —zWw,
AANS ESAVARR N 1-v*| a a a " ’”‘
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SchnittgroBen (s. (1.11),S.10):

Gz (l +£j dz
a

h

2 2 3
][] (e ) (202) ]
I-v° 7 ' a a a a

2

[ J
3
Il
e LR

|
N =

4
Terme mit zund z° liefern keinen Beitrag, Terme ab (Ej werden vernachlassigt:

a
E 1 h 3 u u S.uU.
m, = > = 2 (—j 0’x+vﬁz—w,m—vl2 =K|-w,_ | = K "o —vlz—w,xx
1-v* 3 2 a a a a Da a

3
mit . K Biegesteifigkeit (s. Platte)  (2.24)
12(1-v?)

a 1-v

GXX(I-l-ide: £ 5

feore2) (o2 oo 2) 42

z

|
N\:-'—'N‘&

2
Terme mit z liefern keinen Beitrag, Terme ab [ J werden vernachlassigt:

a
S.u.
n, = Ehz (MOx +v Esz(uOX +v Kj = n_, = konst.
I-v ’ a ’ a
mit D= T2 D Dehnsteifigkeit (2.25)
-V
n., w
= U, -V —
D a

h
z Eh
® 1 :J.G dz = 2(V—VJrvuO,xj:D{Kjtv(%—vV—V]}:D(I—V)Ewﬂ/nw
a a a a

® ¢, folgt Uber die Gleichgewichtsbedingungen (s. u.) zu:

S.U.
u w. w
_ _ 0,xx _ x _
qx —mx’x—K _Wﬂxxx =K —V—2—W,m =-K V—2+W,Xx
a a a x
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Da — < w,_ , kdnnen die Gleichungen fir m, und g, noch vereinfacht werden:
P ,

K s

* Da 124

n,—Kw,_ q.=—Kw

dxxx °

Gleichgewichtsbedingungen:

\ z, W

. n,dx
n,dxdo
®
n,dx
pado dx
m_+dm,
q.+tdgq. Belastung nur durch Innendruck p
(Behalter)
’1\+dn\
x¥:  dn_adp=0 |:ado
rN\ adp—n,dxdo+padedx=0 |:ad(pdx
¢ ado—q . adpdx=0 |:adq)dx
Folgerungen:
n.=n_, =konst.
% +p=0 n
Qx,x a p= — mx,xx——(p—{—p:()
mx,x _QX = “

Einsetzen der SchnittgrofRen in die obige Gleichgewichtsbedingung liefert:

n D|w n w
K| = _w| == Z 20 _y — =0 ) =
(Da Wj a{a+v(D Vaﬂer () ()x

Mit n =0 wird daraus:

—KWW—QZ(I—Vz)W—V nx°+p=0 |:(—=K)
a a
W 14k W=£_V n.o vgl. Balken: Biegelinie Dgl. 4. Ordnung
K ak (2.26)
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- D(1-v*) =Eh12(1—v2) :43(1—\12) g
Kd ER a o

R—
k"?

1
k={3(1-v?) Jak k Abklingfaktor 227)

Randbedingungen:

Im Allgemeinen gilt, dass an jedem der 2 Rander (eines Bereichs) 2 Randbedingun-
gen zur Bestimmung der 4 Integrationskonstanten angegeben werden kénnen.

gelenkig gelagerter

Rand freier Rand

eingespannter Rand

Ll

% |
>X > X ( >X
| |
7777

x=0: w=0 x=0: w=0 x=0: m_=0

I

W’: O mx = qx =

Losung der Dgl.:
Allgemeine Losung:
w=w,+w,

Ansatz fur homogene LAosung ( analog [2/3] ):
4
w, = ZAI. e
i=1

Charakteristische Gleichung und deren Losungen:
A+4kt=0
Moa=(x1%i)k
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Homogene Losung:

w, = Ae ek A, el A3e(7l+[)k¥ + A4e(717i)'“
=A™ + A e%e™ + Aee™ + A e™
=e" (Ale”“ + Aze_”“) +e™ (A3e”“ + A4e_”“) EULERsche Formel [2/ 6]
= [ 4, (coskx +isinkx) + 4, (coskx —isinkx) | +
+e ™[ 4; (coskx +isinkx) + 4, (coskx —isinkx) |

=" (a coskx +C» sinkx) +e ™ (C;coskx +C,sinkx)
w, =e ¥ (C coskx+C,sinkx)+e™ (C, coskx+C, sinkx) Schalenlange  (2.28)

Abklingverhalten der Randstorungen:

w,=e"C ke C k' eMC ke C 7k

AURINYETTTILWaGhsenuenn [—X AURIIYST I Wau oG us 1T X
A
1
e & x<! schlieRliche Verwendung des Terms e
x~I[: ausschlieRliche Verwendung des Terms e (™
0 / > X

Wann ist eine Schale ,lang“?

z.B: kil =m:
e ™ =0,0432... (zum Vergleich: " =1)
_n_ na/
koy3(1-v?)
loz2,5a/ah fir v=0,3 (2.29)
Beispiel: a=3-10° mm h=10 mm
l, =433 mm
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Spezielle Partikularlosungen:

o offener Behalter (kein Innendruck) unter Langskraft (Ringkraft) F\

: i - p=0
v «'\_,/-;\ ¥ n,2na=F2mna
‘A _F
é i g nx()_ 0
/b | _ w _
/E : wp—A W), =0
; A v F
! 4k*4=-—2
! ! h aK
. P2a 4-__ VFH __va
aK4k* aEh "’
_va
T

e geschlossener Behalter (Innendruck p ) unter Langskraft (Ringkraft) F

N n,2na=pna’+F,2na

A : Tn\() u
b 7 nx0:p_+E)
! ’
/Ny ﬁ_L(mﬂrj
: K a 2 0
i £ )
i A= p4_ % 4(pa+E)j:pa _va(pa+Foj
- P2a . K4k aK4k 2 Eh Eh\ 2
a (2-v
=— a—-v F
v Eh(z P J
Anmerkung:

Die radiale Aufweitung w einer Zylinderschale unter Innendruck ( £y =0 ) nach der
Membrantheorie betragt ( s. (2.22), S. 67 ):

_2va
E 2n?

Die Partikulériosung nach der Biegetheorie stimmt also mit der LOsung nach der
Membrantheorie Uberein.
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Beispiel: Kreiszylinderschale unter Randlasten

My e~ TN M,

q ‘! _>! 4

b { Geg.
: a |
. <

~ ! Xy e h Ges
4 i
\ 2 '

: mo, qgo, a=1=1m, h=90 mm,

v=0,3

: Abklingverhalten der Gro3en

W) W} mx) CIx

Da

I, ~2,5ah=2,510° mm90 mm =2,5-300 mm =750 mm

[=1000 mm >750 mm

kann die Schale als ,lang” betrachtet werden.

Da weder Innendruck noch zusatzliche Axialkrafte wirken, braucht nur die homogene
Ldsung der langen Schale berucksichtigt zu werden:

w=e " (C,coskx+C,sinkx) .

Uber die beiden Randbedingungen:
m (0)=-m,=—K w'(0)=2Kk’C,
q.(0)=—¢, ==K w"(0)=-2K k’(C;+C,)

werden die Integrationskonstanten bestimmt zu:

C3= qO 3_|_ mO >
2Kk 2Kk
YKk

Damit lauten die Ergebnisse (s. folgende Seite):
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—hx

:2eKk3 [ k m, (cos kx—sinkx) + ¢, cos kx |
o
EREYoE [ 2k m, coskx +q, (coskx+sinkr) |
—kx
w’ :j(k [ k m, (coskx +sinkx) +q, sinkx | ~

—kx

w”’ :e? [—kao sinkx + g, (—sinkx+coskx)]~

Speziell am freien Rand (bei x = 0) gilt dann:

w(0) :ﬁ(k m0+q0)
w'(0) :_21;/(2 (2km0+q0)
W(0) =~ m,

K
W(0) = g,

K

Die allgemeine Losung wird in die zwei durch die Belastung bedingten Anteile aufge-
spaltet:

g, %0, m,=0: my #0; ¢, =0:
w= e” q, cos kx e (cos kx —sin kx)
EE— W=—""-—>m -
2Kk 2Kk
—kx —kx
. e :
W:—WQO (COS]OC"'SlnkJC) W’:_e m, COSkx
- . ., eikx .
_ g, sinkx W= m, (cos kx +sin kx)
—kx 2e™
e w'=2E kmo sin kx

W= — (—sin kx +cos kx)

Diese Beziehungen werden normiert:

3 _ 2Kk’ _
W= 2Kk w =e ™ coskx W= w =ek (cos kx —sin kx)
9, m,
2 _, Kk, .
w= 2Kk W =—e ™ (coskx+sinkx) w= w =—e ™ coskx
9 m
., Kk e _,, K e .
wW=—w" =e"sinkx w=—w = e (coshkx +sinkx)
9, m,
K . K .., ..
W'=—w" =e™(-sinkx+coskx) = W’ =e ™ sinkx
9 2k m,
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Fir die grafische Darstellung werden berechnet:

2
k:4 3(1 v):4/3.0,91:0’00428””%_1
«fah 300 mm

x =750 mm : kx=3,21

Belastung durch go:

1

05

w0qQ(kx)

wigukn
w2quky —

w3q(ky)

Belastung durch my:

05

wOm0(kx)

w1mi(kx)

w2m0(kx)

w3m0(kx)

0 05 1 15 2 25 3 35

Wie aus beiden Diagrammen ersichtlich, klingen die durch die Randstérungen hervor-
gerufenen SchnittgréRen in Form gedampfter Schwingungen vom Rande x=0 her
rasch ab. Bei x =750 mm betragen sie nur noch ca. 4%.
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