apl. Doz. Dr.-Ing. habil. G. Georgi Tragwerksberechnung

A Grundlagen

1 Spannungen

1.1 Spannungsvektor

Die Schnittgrof3en kénnen kein Malf3 fur die Beanspruchung der Bauteile sein.
Der Bezug auf die Schnittflache ist nétig. => Spannung.

M,

Spannung — auf die Flacheneinheit bezogene innere Kraft(-komponente):

Spannungsvektor
t= F _ cfi+ts
OA
. . dF,
mit Koordinaten: c= A Normalspannung
= di Tangentialspannung
dA (oder Schubspannung)

und f,S Einheitsvektoren in normaler bzw.

tangentialer Richtung zur Schnittflache

1. 2 Raumlicher Spannungszustand
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Tragwerksberechnung

Notation:

Indizierung:

z. B.: o, Normalspannung an Schnittflache x = konst. (in X-Richtung)

1,, Schubspannung an Schnittflache x = konst. in Z-Richtung
Die Spannungen an den verdeckt liegenden Flachen sind analog und entgegen

gesetzt zu den skizzierten anzunehmen.

andere Schreibweisen:
z.B. O =Ox = Tx :txx

TXZ = cSXZ = tXZ
Spannungstensor (Tensor 2. Stufe):

T Ty

Xy
9 Koordinaten

k,D={xy, z}

cYX)(
Oy =|Tx Oy Ty
TZX c$ZZ

Ty
Sonderfall ebener Spannungszustand (ESZ):

Alle Spannungen liegen in einer Ebene, z. B. in der X,y-Ebene:

GWT
— T,
Xy
y GXX{_l —> Gy,
’EXy
X e
nyl
G, T
ou=_ " k)= {X, Y} 4 Koordinaten
Tyx GW

Der ESZ ist nicht exakt im Sinne der Elastizitatstheorie.
Als Naherung hat er aber eine grof3e praktische Bedeutung (z. B. bei Scheiben,

S. u.).
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1.3 Spannungstransformation

& Koordinate orthogonal
y zur Schnittflache
N, L  Koordinaten in Schnittflache
A
Geometrie:
cos(k, 1) =c; k. 1={xy z}, An={&n ¢}
A=A
— g
AV - Aé Cy
— g
Az - Aﬁ Cz
6§ =6 c bzw. 6 =g c Anwendung der EINSTEINschen

Summationsvereinbarung [1/1]
(Albert Einstein, 1879 — 1955)

Kraftegleichgewicht:
F+F +F+F =0
(06 +1, € +1. 6 )A =(0, 6+1, 6 +1,6)A+
+(1,, 6,40, 6, +1, 6 ) A +

+(’CZX§X+T € +0 é)AZ

7y °y z V2

Darin Substitution der € durch €, und der A, durch A .
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Anschliel3ende skalare Formulierung fur die drei Richtungen &, n, € liefert:
2
— § & ot s £ ot
Gy = Oy (CX) +7,C Ci+71,C C+1,C Cl+

Xy Ty °X
& cE 41, €8t + o, (CF) (1.1)

£)2 £ ot
+o,, (C;) +1,, C C +1,, C L
und analog: t. undrt, .

Schnitte bei n = konst. und ¢ = konst. liefern weitere 6 skalare Gleichungen.

Allgemein gilt:
T, =T, C ! kD={xy,z} (A p)={&n¢}
Sonderfall ESZ: o
nn
ny

’CX
MX yT
GW

Kraftegleichgewichte:

N\ c,,dsh—oc  dscosehcose+rt, dscosehsing—
— 0, dssinphsine+t, dssinphcosp=0

e T, dsh—-o  dscosehsing—t, dscosphcose+
+o, dssinphcose+1,, dssinghsing=0
Vereinfacht:
G, =0, C0S° @+, sinp—21,, sinpCos¢

T, =(0,, —0,)sin@cose+1,, (cos’ p—sin® o)

Mit den trigonometrischen Beziehungen flr doppelte Argumente [1/2] wird daraus:

O :%(GXX +GW)—%(GXX —GW)COSZ(p—er sin 2
T ——%(cxx ~o,, )sin2¢+1,, cos2¢
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Durch analoge Betrachtungen fiur eine Schnittflache bei (p+g erhalt man (o. B.):

Oy =%(GXX +GW>+%(GXX —GW) C0S2¢+1,, SiN2¢

T, =—%(GXX—GW)Sin 20+1,, COS20="1, : o -

=
<
S
Ay
<

Die Addition von Cp: und O fuhrt auf:

Gy

Gii +GT1TI =0,y +ny

Die Summe zweier (in der X,y-Ebene) senkrecht aufeinander stehender Normalspan-
nungen ist vom Winkel (¢ unabhangig (Invarianz der Spannungssumme).

1.4 Hauptspannungen

Nach CAUCHY (Augustin Cauchy, 1789 — 1857) sind Hauptspannungen Normal-
spannungen in den Hauptrichtungen (der Spannungen).

Die Hauptrichtungen (Hauptachsen) sind Richtungen (Achsen) L zu den Hauptebe-
nen.

Hauptebenen sind die Ebenen, fur die gilt:

T,=0 mit Azp

Unter dieser Voraussetzung kann (1.1) geschrieben werden:

3 3 £ _
(GXX—G&)CX +Tyy C, + Ty c;=0

g _ g & _ (1.2)
Ty C, +(c5yy Gié) C;, + 1y c;=0

3 3 g _
T, C +7Ty, C; +(c7ZZ —Gié) c;=0

Analoge Gleichungssysteme erhalt man fiir Schnitte mit den Normalen in - und (-
Richtung (0 =0,, =0, =0;).

Das homogene Gleichungssystem (1.2) hat nur dann eine L6sung, wenn die Koeffi-
zientendeterminante verschwindet:

cSxx _Gi Txy sz
Ty O, —0; T, =0
T T o, —0O
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oder:

3 2
C, —O; (GXX +o,, +cszz)+csi (O Oy +6,, 0+, O, =Ty, Ty =Ty, Ty =Ty Tp) =

On Ty Ty
-t o, T, |=0 i={I, 11,10}
T T c

Die Losungen der Gleichung sind die Hauptspannungen o,, ¢, 5, mit der Definition
G, 20, 20y,

Mit den bekannten Hauptspannungen kdnnen anschlie3end aus (1.2) die

und daraus die Hauptrichtungen berechnet werden.

Sonderfall ESZ:

2
G, +GC G,—GC
o, =——2+ el
' 2 2

tan2¢, , =——
c,—O

1.5 Gleichgewichtsbedingungen

1.5.1 Formulierung in kartesischen Koordinaten X, Y, z

0,\‘.\' + G.\‘.\".\‘dx
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Kraftegleichgewichtsbedingungen:

dy dxdz+rt, , dzdxdy+ f dxdydz=0
E 1, dxdydz+o,,, dydxdz+rt,,dzdxdy+ f, dxdydz=0
/' T,y Oxdydz+t, dydxdz+o,,dzdxdy+f, dxdydz=0

— O,y dXxdydz+t, .

yz,y
vereinfacht:

Cpex T Tyey T Tos + f,=0

Tyx T Opy t Ty, t fy =0

Tax T Tyay TOu, f,=0 ,

oder in Kurzschreibweise:

ty,+f =0 mit: (k,1)={xy,z} (1.3)

Momentengleichgewichtsbedingungen beziiglich der Schwerpunktsachsen:
—» -1, dzdxdy+rt, dydxdz=0
A —t, dxdydz+t, dzdxdy=0
Y -1, dy dxdz+t,, dxdydz=0

vereinfacht:

Ty =Ty,

Txy = Tyx

TXZ = ’CZX

oder in Kurzschreibweise:

t, =t, mit: (k,1)={x,y,z} ,zugeordnete Schubspannungen* (1.4)

Sonderfall ESZ:

Cpex + Tyy + f,=0

Tyx TOpy T fy =0

ty+ £, =0

mit: - (k, 1) ={x v} (1.5)
ty =1,
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1.5.2 Formulierung in Zylinderkoordinaten r, @, Z

A
Z 4 :-
o, dr ./
PP "o ':. G(Wdr
o, drde
rdz
AT drdz
(c <7 _drdz o
[T(pz' SN, drldedz ".::~~-£‘Pf ______
y r+(c,r),dr]dedz
+ m ' Jr .
[G(p(p \\\\\ — rzr+(rrzr),rd r]d(l)dz T(Prdr RS T(Prd rd(P
[T2@+Tzw,zdz]r d([)’/i Q‘ [T +TZEZdZ] rdrd(P

(6,40, dz]rdrde

Kréaftegleichgewichtsbedingungen:
N (o, r) dedrdz+t, ,drdedz+t,, rdrdedz—c,, drdedz+ f, rdrdedz=0
St Oy drdedz+(t,r) dedrdz+t, drdedz+t,, rdrdedz+f, rdrdpdz=0
V. o,,rdrdedz+(t,r) drdedz+t,,dedrdz+f, rdrdedz=0

vereinfacht:

Ty T Ty +TZ¢,Z+2%Tr¢+f¢:0 (1.6)

Sonderfall ESlz: 1
Crrr = Toro +F (G —GW)+ f.=0

r
(1.7)
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Sonderfall ESZ und Rotationssymmetrie:

Ot +% (Grr —GW)+ f.=0 (1.8)
1.6 Mit den Spannungen formulierte integrale Grof3en
(Schnittgrof3en)
Definitionen:
Balken
=
FL=chZ dA Fszjrzx dA FQyzjrzy dA [F]=N
&y (A (A (2.9)
My =[o,ydA M, =[o,xdA M. =[(r, x-1,y)dA [M]=Nm
(A) (A) (A)
Platte
dx dz X
dy dz =
y
ny T,
h h h
2 2 2
nxz_[cxxdz nyzjcwdz nxyznyxz_[rxydz [n]=N/m
h h h
2 2 2
h h
2 2
qx:IszdZ qy:J.ryde [q]:N/m
h h
2 2
h h h (1.10)
2 2 2
mX:_[csxxzdz my:_[csyyzdz mxy:myxz_[rxyzdz [m]=N
: : :
9
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(Kreiszylinder-)Schale

Wegen Rotationssymmetrie: 7, =t

x =0

h h h
2 7 2 2 7 N

n, = thXX (1+ 5) dz n, = Ihcw dz q, = _[htxz (1+ 5) dz [E}
2 2 2
: : (1.11)
2 7 2

mxzjhcxxz (1+aj dz m¢:L0¢¢zdz [N]
2 Trapezeffekt 2

Stabschale
‘e = N
TZS
1, =konst.: t=t.h [t] =% Schubfluss (1.12)

10
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2 Verschiebungen und Verzerrungen

Herleitung am ebenen

7® X

Verschiebungen: U,,U

Verzerrungen:

e Dehnungen

Problem:

u+u, dy

dx

C| u+u, dx

(E)X ~AC _ dx+u, +u, dx—u, —dx _

8XX ~
AC

analog:

dx

¢ Gleitungen (Abweichung vom rechten Winkel)

ny = YXyl + nyz

Uy
dx
unydy

dy

y.X

YXyl ~

YXyZ ~
Yy = ux,y +Uu

analog:

’YXZ ~ uX,Z + uZ,

sz ~ uy,z + uz,
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oder:
1 "
dy ZE (uk,l +ul,k) mit. (k’ I): {X’ Y, Z}
=1 ey =0y (1.13)
al Y =20y
Verzerrungstensor:
e 1, 1
XX 2 YXy 2 YXZ
&y = ly g ly symmetrischer Tensor zweiter Stufe
2 W (6 Koordinaten)
o
2 YZX 2 YZy 2z
Sonderfall ESZ
1
Exx nyy 0
e |1 . 0 symmetrischer Tensor zweiter Stufe
K2 Tye By (4 Koordinaten)
0 0 g,
Sonderfall ebener Verzerrungszustand (EVZ):
Alle Verzerrungen liegen in einer Ebene, z. B. in der X,y-Ebene:
1
€xx E’ny
G 1 symmetrischer Tensor zweiter Stufe
Eny €y (3 Koordinaten)

Der EVZ ist exakt im Sinne der Elastizitatstheorie.
Dieser liegt ndherungsweise in einem langen Zylinder vor.
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Verzerrungstransformation (wie bei den Spannungen):

€ =%(8XX +8W)+%(8XX —8W)0032(p+%yxysin 2¢

€ :%(SXX +8W)—%(8XX —SW)COSZ(p—%yxy sin2¢

Yen == (4~ )SIN20+7,, COS 20

Hauptdehnungen:
EENE ENEE ‘ ) (1.14)
€27 = L= Yy
2 2 4
Dehnungs-Hauptachsen:
Vxy
tan2¢,, =—— (1.15)
T T Ey,

Vertraglichkeitsbedingungen (Kompatibilitatsbedingungen):

8)()( = uX,X j SXX,yy = uX,ny
&y =Uy, = &y T Uy
’YXy = uX,y + uy,)( : yXy,Xy = uX,ny + uy,XXy

8xx,yy +8yy,xx _YXy,xy =0

Analog bzw. leicht zu tberprifen:

z +gzz,xx _,YXZ,XZ =0

gyy,zz +Szz,yy _sz,yz =0

2 8xx,yz +(sz,x _YZX,Y _’YXY'Z ),x

0
2 €y +(sz,y Yz Y yax ),y =0

28, Jr(yxy,Z ~Vyex —sz,y),Z

oder in Kurzschreibweise:

Eijja + i &y € =0 mit: (i, j).(k, |):{(X’ x), (¥, ), (z,2), (%, ¥), (X, 2), (Y, Z)}

13
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Bei diesen 6 Gleichungen sind nur 3 unabhangig.
Eine noch kiirzere Schreibweise lasst die Verwendung des Permutationssymbols zu:

€ Sim € =0 mit. (M, n)={x,y, z} e Permutationssymbol
[1/3] (1.16)

Zu bemerken ist, dass die Kompatibilitatsbedingungen formal aus den Verzerrungs-

Verschiebungs-Beziehungen folgen und damit keinen neuen Sachverhalt beschrei-
ben.

3 Stoffgesetz

Stoffgesetz — Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen

Formulierung fiir homogenes, isotropes, linear-elastisches Material:
HOOKEsches Gesetz (Robert Hooke, 1635-1703)

Formulierung (einschlieBlich thermischer Dehnung) fir die Verzerrungen:

€ :é[cxx —v(csyy +GZZ)]+OLAT
€y = é [ny —v (o, +0, )] +a AT AT Temperaturdifferenz
€, =é |:GZZ -V (GXX +c5yy)]+0c AT
T = i Ty
G
1
Y x 6 T
Yy = i Ty,
G

oder:

d, = . (tkl _ Vv 55k|j++a AT §,, Ok KRONECKERsymbol [1/4]
2G 1+v (Leopold Kronecker, 1823-1891)

$=0G,+0,, +0, S Spannungssumme (2.17)
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Formulierung fur die Spannungen:

o, = E (Sxx"‘ M ej— EaAT
1+v 1-2v ) 1-2v e Dehnungssumme

o =—E—8 + v e |- M E o AT
o1+v Y 1-2v 1-2v

qf:E €, + V_el-—Y EaaT
1+v 1-2v 1-2v

Ty =Gy
TXZ = G ’YXZ
7, =Gy,
oder:
t,=2G|d,+——e8, |-—— E a AT 5, (1.18)
1-2v 1-2v
e=g, +&,+¢&,
Materialkenngrof3en:
o Temperaturdehnzahl
E  Elastizititsmodul
G  Schubmodul
% Querkontraktionszahl
Zusammenhang: G E (2.20)
_2@+v)

Bei isotropem Materialverhalten fallen die Hauptachsen fir die Verzerrungen mit
denen fUr die Spannungen zusammen.
Beweis (fur EVZ):

In die Gleichung fur die Verzerrungs-Hauptachsen wird das Materialgesetz
eingesetzt und ergibt:

tan ¢, = yXy Txy E G2 (1+ V) Txy 2 Txy
12
€y gyy G (GXX_Vny_cyy+VGXX) G(1+V) GXX—GW GXX_ny

15
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4.  Zusammenstellung der Grundgleichungen der
linearen Elastizitatstheorie (kartesische Koordinaten)

Unbekannte / Gleichungen RSz ESZ
Gxfo ’Gzz’ Gxx16 )
Spannungen 6 Y 3 Y
T Ty T T
Xy'! “yz? Vxz Xy
Verschiebungen 3 | U,u,u, 3 | U.,u,u,
8XX’ 8 'SZZ’ 8XX’ 8 'SZZ’
Verzerrungen 6 Y 4 Y
YXy1 szi Yx YXy
> |15 10
(kD) ={x y,z}: k,D={xy, z}:
Gleichgewichtsbedingungen | 3 | ty,+ f =0 2 [t +f=0  (kl)=z
Verzerrungs-Ver- 1 S = Uy
schiebungs-Beziehungen 6 | d ZE(U"Y' +u'vk) 4 —
Yoy = nyy +Uy’x
! : —i[o Y (0,40 )}
dklzﬁ(tkl—lissklj Yl IR WRVA S
Stoffgesetz 6 +V 4 o AT
+a AT 9§,
T
_N
ny - G
> |15 10

Fir die 15 bzw. 10 FeldgroR3en stehen damit auch 15 bzw. 10 Feldgleichungen zur

Verfliigung.

Da die Feldgleichungen in der Regel die Form von Differentialgleichungen haben,
sind zur eindeutigen Losung eines konkreten Problems Randbedingungen zu er-

fullen.

Diese bestehen meistens in der Vorgabe von Belastungen auf einem Teil der Ober-
flache des Koérpers bzw. in vorgeschriebenen Verschiebungen auf dem anderen Teil:

e Nur Belastungen:
e Nur Verschiebungen:

e Gemischte Randbedingungen:

16

1. Randwertproblem
2. Randwertproblem
3. Randwertproblem
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